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ΛΥΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 

ΘΕΜΑ 1ο  

Α. Για να είναι η ςυνάρτηςη f ςταθερή ςτο Δ , αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε  

𝜒1 , 𝜒2 ∈ 𝛥 ιςχύει f(𝜒1) =f(𝜒2).  

Πράγματι έχουμε 

i)αν 𝜒1 =  𝜒2  τότε  f(𝜒1) =f(𝜒2) που προφανώσ ιςχύει. 

ii)αν 𝜒1 ≠  𝜒2 , τότε χωρίσ βλάβη τησ γενικότητασ, έςτω ότι 𝜒1 <  𝜒2 . Τότε η f  

είναι ςυνεχήσ ςτο[𝜒1 , 𝜒2]⊂Δ και παραγωγίςιμη ςτο (𝜒1 , 𝜒2).  

Άρα από θεώρημα μέςησ τιμήσ του διαφορικού λογιςμού υπάρχει ένα  

τουλάχιςτον ξ∈(𝜒1 , 𝜒2) τέτοιο ώςτε  f ΄(ξ)=
𝑓(𝜒2 )−𝑓(𝜒1)

𝜒2−𝜒1
 (∗). Αφού όμωσ το ξ είναι 

 εςωτερικό του Δ τότε από υπόθεςη f ΄(ξ)=0. Οπότε η (∗) δίνει f(𝜒2) − f(𝜒1) =0 

⇔ f(𝜒1) =f(𝜒2). Άρα τελικά η f είναι ςταθερή ςτο Δ 

Ομοίωσ αν 𝜒1 >  𝜒2  αποδεικνύεται ότι η είναι ςταθερή. 

Β. Έςτω f μια ςυνάρτηςη με πεδίο οριςμού 𝛢𝑓  και 𝜒0 ∈ 𝛢𝑓 . Λέμε ότι η f είναι  

παραγωγίςιμη ςτο 𝜒0 , αν υπάρχει το lim
𝜒⟶𝜒0

𝑓(𝜒)−𝑓(𝜒0)

𝜒−𝜒0
 και είναι πραγματικόσ  

 

αριθμόσ. Το όριο αυτό λέγεται παράγωγοσ τησ f ςτο 𝜒0  και ςυμβολίζεται f ΄(𝜒0). 

Δηλαδή f ΄(𝜒0)= lim
𝜒⟶𝜒0

𝑓(𝜒)−𝑓(𝜒0)

𝜒−𝜒0
 

Γ. α) → Σωςτό  β) → Σωςτό  γ) → Λάθοσ  δ) → Λάθοσ  ε) → Λάθοσ 

ΘΕΜΑ 2ο 

Α. α)Αναζητώ τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών  
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z=(2λ+1) + (2𝜆 − 1)𝑖. Έςτω Μ(χ, y) τυχαίο ςημείο του γεωμετρικού τόπου.  

Τότε ιςχύει χ=2λ+1 και y=2λ−1. Ο γεωμετρικόσ τόποσ βρίςκεται με απαλοιφή  

του λ από τισ παραπάνω εξιςώςεισ. Άρα αφαιρώντασ κατά μέλη έχουμε  

χ−𝑦 = 2𝜆 + 1 − 2𝜆 + 1⇔ χ−𝑦 = 2⇔y=χ−2 

β)Έςτω 𝑧0 ο μιγαδικόσ με το μικρότερο δυνατό μέτρο. Τότε 

|𝑧0|𝑚𝑖𝑛  =d(Ο, (ε)) όπου Ο(0, 0) και ε: y=χ−2⇔ε:χ−𝑦 − 2 = 0.  

Άρα |𝑧0|𝑚𝑖𝑛 =
|0−0−2|

 1+(−1)2
=

2

 2
⇔|𝑧0|𝑚𝑖𝑛 =

2

 2
.  

Όμωσ 𝑧0 =(2λ+1) + (2𝜆 − 1)𝑖, λ∈ ℝ. Αρκεί λοιπόν να βρούμε το λ για το οποίο  

|𝑧0| =
2

 2
 ⇔|𝑧0|2 =

4

2
⇔(2𝜆 + 1)2 + (2𝜆 − 1)2 = 2⇔ 

4𝜆2 + 4𝜆 + 1 + 4𝜆2 − 4𝜆 + 1 = 2⇔8𝜆2 = 0⇔λ=0. Συνεπώσ 𝑧0 = 1 − 𝑖 

Β. Έςτω w=κ+𝜆𝑖 , κ, λ∈ ℝ. Τότε |𝑤|2 + 𝑤 − 12 = 𝑧0⇔ 

𝜅2 + 𝜆2 + 𝜅 − 𝜆𝑖 − 12 = 1 − 𝑖 ⇔𝜅2 + 𝜆2 + 𝜅 − 𝜆𝑖 − 12 − 1 + 𝑖 = 0⇔ 

(𝜅2 + 𝜆2 + 𝜅 − 13) +(1 − 𝜆)𝑖 = 0 ⇔  𝜅
2 + 𝜆2 + 𝜅 − 13 = 0

1 − 𝜆 = 0
  ⇔ 

 𝜅
2 + 𝜅 − 12 = 0

𝜆 = 1
   

Λύνω την εξίςωςη 𝜅2 + 𝜅 − 12 = 0  , Δ=1−4(−12) = 49 > 0 , άρα 

𝜅1,2 =
−1±7

2
 ⇒ 

𝜅1 = 3
𝜅2 = −4

  .Οπότε  
𝜅 = 3 ή 𝜅 = −4

𝜅𝛼𝜄 
𝜆 = 1

  ⇔ 

{ 𝜅 = 3, 𝜆 = 1} και * 𝜅 = −4, 𝜆 = 1} 

Συνεπώσ οι ζητούμενοι μιγαδικοί είναι 𝑤1 = 3 + 𝑖 και 𝑤2 = −4 + 𝑖 

ΘΕΜΑ 3ο 

Α. Είναι f(χ)=𝛼𝜒 − ln(𝜒 + 1), 𝛢𝑓=(−1, +∞), α> 0, 𝛼 ≠ 1 

Ιςχύει f(χ)≥ 1, για κάθε χ∈(−1, +∞) και f(0)=𝛼0 − ln 1=1 

Άρα έχουμε f(χ)≥f(0) , ∀χ∈(−1, +∞), αυτό ςημαίνει ότι η f παρουςιάζει ολικό  

ελάχιςτο ςτη θέςη 𝜒0 = 0 
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Επίςησ η f είναι παραγωγίςιμη ςτο (−1, +∞) ωσ διαφορά παραγωγίςιμων  

ςυναρτήςεων και αφού το 𝜒0 = 0 είναι εςωτερικό του (−1, +∞) είναι και  θέςη  

τοπικού ακροτάτου. Άρα από θεώρημα Fermat  f ΄(0)=0 

όπου f ΄(χ)=𝛼𝜒 ln 𝛼 −
1

𝜒+1
 ,έτςι f ΄(0)=0⇔𝛼0 ln 𝛼 − 1 = 0⇔ln 𝛼 = 1⇔α=e 

Β. α)Για α=e είναι f(χ)=𝑒𝜒 − ln(𝜒 + 1) με 𝛢𝑓=(−1, +∞) και f ΄(χ)= 𝑒𝜒 −
1

𝜒+1
 

Επίςησ η f ΄ είναι παραγωγίςιμη ςτο (−1, +∞) ωσ διαφορά παραγωγίςιμων  

ςυναρτήςεων με f ΄΄(χ)= 𝑒𝜒 −  
1

𝜒+1
 ΄ = 𝑒𝜒 +

1

(𝜒+1)2
> 0 για κάθε χ∈(−1, +∞) 

Συνεπώσ η f είναι κυρτή ςτο (−1, +∞) 

β)Έχω f ΄(χ)= 𝑒𝜒 −
1

𝜒+1
=

𝑒𝜒 (𝜒+1)−1

𝜒+1
 , ∀χ∈(−1, +∞) .  

ο παρανομαςτήσ χ+1 > 0 , άρα το πρόςημο τησ f ΄ το καθορίζει ο αριθμητήσ  

𝑒𝜒 (𝜒 + 1) − 1 . Έτςι λοιπόν θεωρούμε τη ςυνάρτηςη g(χ)= 𝑒𝜒(𝜒 + 1) − 1 

με χ∈(−1, +∞)  

Η g είναι παραγωγίςιμη ςτο (−1, +∞)  με g ΄(χ)= 𝑒𝜒(𝜒 + 1) + 𝑒𝜒 > 0,  

∀χ∈(−1, +∞) , άρα η g είναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο (−1, +∞)   

Οπότε έχουμε 

Για χ> 0 ⇒g(χ)> 𝑔(0)⇔g(χ)> 0 , άρα f ΄(χ)=
𝑔(𝜒)

𝜒+1
> 0 , ∀χ∈(0, +∞) 

ςυνεπώσ η f είναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο [0, +∞) 

για −1 < 𝜒 < 0⇒g(χ)< 𝑔(0)⇔g(χ)< 0, άρα f ΄(χ)=
𝑔(𝜒)

𝜒+1
< 0 , ∀χ∈(−1, 0) 

ςυνεπώσ η f είναι γνηςίωσ φθίνουςα ςτο(−1, 0] 

γ)Έχουμε 
𝑓(𝛽)−1

𝜒−1
+

𝑓(𝛾)−1

𝜒−2
= 0⇔(χ−2)(f(β)−1) + (𝜒 − 1)(f(γ)−1) = 0 

Οπότε θεωρώ τη ςυνάρτηςη 

h(χ)= (χ−2)(f(β)−1) + (𝜒 − 1)(f(γ)−1) 

η h είναι ςυνεχήσ ςτο ℝ ωσ πολυωνυμική , άρα και ςτο [1, 2]⊂ℝ με 
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h(1)=(1−2) (f(β)−1)=− (f(β)−1) < 0 

διότι ιςχύει f(χ)≥ 1 = 𝑓(0) και αφού η ιςότητα ιςχύει για χ=0(αφού η f είναι 

γνηςίωσ μονότονη ςτα (0, +∞)  και (−1, 0) ) και β≠ 0  

τότε f(β)> 1⇔ f(β)−1 > 0 και  

h(2)=f(γ)−1 > 0 για τον ίδιο λόγο αφού γ≠ 0 

οπότε h(1)h(2)< 0 και αφού η f είναι ςυνεχήσ ςτο [1, 2] από θεώρημα Bolzano  

για την h , υπάρχει ένα τουλάχιςτον ξ∈ (1, 2) τέτοιο ώςτε  

h(ξ)=0⇔(ξ−2)(f(β)−1) + (𝜉 − 1)(f(γ)−1)=0(∗) 

όμωσ  ξ∈ (1, 2)⇔1< 𝜉 < 2 δηλαδή 𝜉 − 1 ≠ 0 και ξ−2 ≠ 0 

άρα διαιρώντασ την προηγούμενη ςχέςη (∗) με (𝜉 − 1) (ξ−2) έχουμε 

𝑓(𝛽)−1

𝜉−1
+

𝑓(𝛾)−1

𝜉−2
= 0 με ξ∈ (1, 2) 

Συνεπώσ η εξίςωςη 
𝑓(𝛽)−1

𝜒−1
+

𝑓(𝛾)−1

𝜒−2
= 0 έχει μία τουλάχιςτον  ρίζα ςτο (1, 2) 

ΘΕΜΑ 4ο 

α)Η G είναι ςυνεχήσ ςτο (0, 2] γιατί η 
𝐻(𝜒)

𝜒
 είναι ςυνεχήσ ωσ παραγωγίςιμη και  

αυτό γιατί η χf(χ) είναι ςυνεχήσ ςτο [0, 2] και επίςησ 

η  𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝜒

0
 είναι ςυνεχήσ ωσ παραγωγίςιμη και αυτό γιατί η f είναι ςυνεχήσ ςτο 

[0, 2] 

Οπότε ζήτημα ςυνέχειασ για την G τίθεται ςτη θέςη χ=0 

Έχουμε G(0)=6⋅ lim
𝑡⟶0

1− 1−𝑡2

𝑡 2
=(

0

0
)=6⋅ lim

𝑡⟶0

(1− 1−𝑡2)(1+ 1−𝑡2)

𝑡 2(1+ 1−𝑡2)
 = 

6⋅ lim
𝑡⟶0

1−(1−𝑡 2)

𝑡 2(1+ 1−𝑡2)
=6⋅ lim

𝑡⟶0

1−1+𝑡2

𝑡 2(1+ 1−𝑡2)
=6⋅ lim

𝑡⟶0

1

1+ 1−𝑡2
=6⋅

1

2
=3 

Δηλαδή G(0)=3 

Και lim
𝜒⟶0

 G(χ)= lim
𝜒⟶0⁺

 G(χ)= lim
𝜒⟶0+

(
𝐻(𝜒)

𝜒
−  𝑓(𝑡)

𝜒

0
𝑑𝑡 + 3 ) 

Όπου  
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lim
𝜒⟶0+

𝐻(𝜒)

𝜒
 = lim

𝜒⟶0+

 𝑡𝑓(𝑡)
𝜒

0
𝑑𝑡

𝜒
=(

0

0
) (∗) 

Και αφού η  𝑡𝑓(𝑡)
𝜒

0
𝑑𝑡 είναι παραγωγίςιμη διότι η χf(χ) είναι ςυνεχήσ, τότε από  

Κανόνα De L΄Hospital το όριο (∗) ιςούται με  lim
𝜒⟶0+

( 𝑡𝑓(𝑡)
𝜒

0
𝑑𝑡)΄

(𝜒)΄
= lim

𝜒⟶0+

𝜒𝑓(𝜒)

1
= 

lim
𝜒⟶0+

χf(χ) =0f(0)=0  

Και lim
𝜒⟶0+

 𝑓(𝑡)
𝜒

0
𝑑𝑡 =0 

Οπότε lim
𝜒⟶0

 G(χ)= lim
𝜒⟶0⁺

 G(χ)=0−0 + 3 = 3 

Συνεπώσ lim
𝜒⟶0⁺

 G(χ)= G(0)=3 .Άρα η G είναι ςυνεχήσ ςτο χ=0 . Επομένωσ η  

G είναι ςυνεχήσ ςτο [0, 2] 

β)Για κάθε χ∈ (0, 2) η ςυνάρτηςη G(χ)= 
𝐻(𝜒)

𝜒
−  𝑓(𝑡)

𝜒

0
𝑑𝑡 + 3  είναι  

παραγωγίςιμη, αφού 𝐻(𝜒) και  𝑓(𝑡)
𝜒

0
𝑑𝑡  παραγωγίςιμεσ και αυτό ςυμβαίνει  

γιατί οι χf(χ), f(χ) είναι ςυνεχείσ ςτο[0, 2] 

άρα G ΄(χ)=  
𝐻(𝜒) 

𝜒
 ΄ − 𝑓(𝜒)=

𝐻΄(𝜒)⋅𝜒−𝐻(𝜒)

𝜒2
− 𝑓(𝜒) =

𝜒2𝑓(𝜒)−𝐻(𝜒)−𝜒2𝑓(𝜒)

𝜒2
= 

=−
𝐻(𝜒)

𝜒2
 . Άρα G ΄(χ) =−

𝐻(𝜒)

𝜒2
 για κάθε χ∈ (0, 2) 

γ)Η ςυνάρτηςη G είναι ςυνεχήσ ςτο [0, 2] και παραγωγίςιμη ςτο (0, 2) με 

G(0)=3 και G(2)= 
𝐻(2)

2
−  𝑓(𝑡)

2

0
𝑑𝑡 + 3 =

 𝑡𝑓(𝑡)
2

0
𝑑𝑡  

2
−  𝑓(𝑡)

2

0
𝑑𝑡 + 3 = 

 𝑡𝑓(𝑡)
2

0
𝑑𝑡  −2 𝑓(𝑡)

2

0
𝑑𝑡  

2
 +3=

1

2
⋅  (𝑡 − 2)𝑓(𝑡)

2

0
𝑑𝑡 + 3 =

1

2
⋅ 0 + 3=3(από υπόθεςη) 

Δηλαδή G(0)= G(2)=3 

Τότε από θεώρημα Rolle για την G ςτο [0, 2] , υπάρχει ένα τουλάχιςτον α∈ (0, 2) 

Τέτοιο ώςτε G΄(α)=0⇔−
𝐻(𝛼)

𝛼2
=0⇔ 𝐻(𝛼) = 0 

δ)Η G είναι ςυνεχήσ ςτο [0, α], α∈ (0, 2) και παραγωγίςιμη ςτο (0, α)⊂(0, 2),  

τότε από το θεώρημα Μέςησ Τιμήσ του διαφορικού Λογιςμού 
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υπάρχει ένα τουλάχιςτον ξ∈ (0, 𝛼) τέτοιο ώςτε  

G΄(ξ)=
G(α)− G(0)

𝛼−0
⇔−

𝐻(𝜉)

𝜉2
=

𝐻(𝛼)

𝛼
− 𝑓(𝑡)

𝛼

0
𝑑𝑡+3−3 

𝛼
 ⇔ −

𝐻(𝜉)

𝜉2
=−

 𝑓(𝑡)
𝛼

0
𝑑𝑡  

𝛼
⇔ 

α⋅  𝐻(𝜉)=𝜉2 ⋅  𝑓(𝑡)
𝛼

0
𝑑𝑡 ⇔ α⋅  𝑡𝑓(𝑡)

𝜉

0
𝑑𝑡 =𝜉2 ⋅  𝑓(𝑡)

𝛼

0
𝑑𝑡  

 

 

 

 

 


