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ΛΥΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 

ΘΕΜΑ 1ο 

Α.Η απόδειξη θα γίνει ςτην περίπτωςη που τα απλά ενδεχόμενα είναι ιςοπίθανα.  

Όμωσ αποδεικνύεται ότι ιςχύει και ςτην περίπτωςη που τα απλά ενδεχόμενα  

δεν είναι ιςοπίθανα. 

Έςτω Ν(Α)=κ και Ν(Β)=λ,(κ, λ∈ ℕ )όπου με Ν(Α), Ν(Β) ςυμβολίζουμε το  

πλήθοσ των ςτοιχείων των  ςυνόλων Α, Β αντίςτοιχα. Τότε Ν(Α∪Β)=κ+𝜆 , αφού  

τα Α, Β είναι αςυμβίβαςτα(Α∩Β= ∅). Δηλαδή έχουμε  

 Ν(Α∪Β)=κ+𝜆= Ν(Α)+ Ν(Β)⇔ Ν(Α∪Β)= Ν(Α)+ Ν(Β)(∗) 

Αν Ω ο δειγματικόσ χώροσ, τότε διαιρώντασ την προηγούμενη ςχέςη (∗)με Ν(Ω)  

έχουμε 
Ν(Α∪Β)

Ν(Ω)
=

Ν(Α)

Ν(Ω)
+

Ν(Β)

Ν(Ω)
⇔P(Α∪Β)=P(A)+𝑃(𝐵) 

Β. Ορίζουμε ωσ ςχετική ςυχνότητα τησ τιμήσ 𝜒𝑖 , i=1, 2, …κ(κ≤ 𝜈) και  

ςυμβολίζουμε με 𝑓𝑖 , το πηλίκο 𝑓𝑖=
𝜈𝑖

𝜈
, i=1, 2, …κ, όπου 𝜈𝑖  η ςυχνότητα τησ τιμήσ  

𝜒𝑖  και ν το μέγεθοσ του δείγματοσ. 

Γ. α → Λάθοσ, β → Σωςτό, γ → Λάθοσ, δ → Σωςτό, ε → Σωςτό 

 

ΘΕΜΑ 2ο 

α)Επειδή έχουμε πίνακα (𝜒𝑖 , 𝜈𝑖), i=1, 2, 3, 4 για τη μέςη τιμή θα  

χρηςιμοποιήςουμε τον εξήσ τύπο 𝜒 =
 𝜈𝑖𝜒 𝑖

4
𝑖=1

𝜈
.  

Άρα έχουμε  
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𝜒 = 4⇔
𝜈1𝜒1 +𝜈2𝜒2+𝜈3𝜒3+𝜈4𝜒4

𝜈
=4⇔

6∙2+𝜈2∙3+3∙5+4∙8

𝜈1+𝜈2+𝜈3 +𝜈4
=4⇔

12+3𝜈2+15+32

6+𝜈2+3+4
=4 

⇔
59+3𝜈2

13+𝜈2
=4⇔59+3𝜈2 = 4(13 + 𝜈2)⇔ 59+3𝜈2=52+4𝜈2⇔ 

59−52=4𝜈2 − 3𝜈2⇔𝜈2 = 7 

β)Αφού 𝜈2 = 7, τότε το μέγεθοσ του δείγματοσ είναι  

ν=𝜈1 + 𝜈2 + 𝜈3 + 𝜈4 ⇔ 𝜈 = 20. 

Τότε η διακύμανςη των παρατηρήςεων δίνεται από τον τύπο  

𝑠2 =
1

𝜈
∙  𝜈𝑖(𝑥𝜄 − 𝑥 )24

𝑖=1  (χρηςιμοποιούμε αυτόν τον τύπο γιατί δίνεται πίνακασ  

(𝜒𝑖 , 𝜈𝑖), i=1, 2, 3, 4. 

 Οπότε 𝑠2 =
1

20
∙  𝜈𝑖(𝑥𝜄 − 𝑥 )24

𝑖=1 = 

1

20
∙ [6(2 − 4)2 + 7(3 − 4)2 + 3(5 − 4)2 + 4(8 − 4)2] 

=
1

20
∙ (6 ∙ 4 + 7 ∙ 1 + 3 ∙ 1 + 4 ∙ 16)=

1

20
∙ (24 + 7 + 3 + 64)=

98

20
=4,9 

γ)Έχουμε CV=
𝑠

𝜒 
=

 𝑠2

𝜒 
= 4,9

4
≈

2,2

4
=

22

40
=

11

20
=0,55, δηλαδήCV=0,55> 0,1. Άρα το  

δείγμα δεν είναι ομοιογενέσ 

 

ΘΕΜΑ 3ο  

α)Η ςυνάρτηςη f(χ)=𝜒3 − 6𝜒2 + 𝛼𝜒 − 7 έχει πεδίο οριςμού το ςύνολο 𝛢𝑓=ℝ και 

 είναι δύο φορέσ παραγωγίςιμη ςτο ℝ ωσ πολυωνυμική, με f ΄(χ)=3𝜒2 − 12𝜒 + 𝛼  

και f ΄΄(χ)=6χ−12. Έτςι η δοςμένη ςχέςη  

2f ΄΄(χ)+f΄(χ)+15 = 3𝜒2⇔2(6χ−12) + 3𝜒2 − 12𝜒 + 𝛼 + 15 = 

3𝜒2⇔12χ−24 + 3𝜒2 − 12𝜒 + 𝛼 + 15=3𝜒2⇔−24 + 𝛼 + 15 = 0⇔α=9 

β)Για α=9 από το ερώτημα (α) έχουμε f ΄(χ)= 3𝜒2 − 12𝜒 + 9. Τότε για χ≠ ±1  

παρατηρώ ότι lim
𝜒⟶1

𝑓 ΄(𝜒)

𝜒2−1
= lim

𝜒⟶1

3𝜒2−12𝜒+9

𝜒2−1
=(

0

0
 𝛼𝜋𝜌𝜊𝜍𝛿𝜄𝜊𝜌𝜄𝜍𝜏ί𝛼). Αρχικά βρίςκουμε  
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τισ ρίζεσ τησ f ΄(χ)= 3𝜒2 − 12𝜒 + 9 = 3(𝜒2 − 4𝜒 + 3), η 𝜒2 − 4𝜒 + 3 έχει  

Δ=16−4 ∙ 3=4> 0 άρα έχει δύο ρίζεσ 𝜒1,2 =
4±2

2
⇒ 

𝜒1 = 3
𝜒2 = 1

  .  

Οπότε 𝜒2 − 4𝜒 + 3=(χ−1) ∙ (𝜒 − 3). Έτςι f ΄(χ)=3(χ−1) ∙ (𝜒 − 3). 

Συνεπώσ lim
𝜒⟶1

𝑓 ΄(𝜒)

𝜒2−1
= lim

𝜒⟶1

3(χ−1)∙(𝜒−3)

(𝜒−1)(𝜒+1)
= lim

𝜒⟶1

3(𝜒−3)

𝜒+1
=

3(1−3)

1+1
=

−6

2
=−3 

γ)Έςτω Μ(𝜒0, 𝑓(𝜒0)) το ςημείο επαφήσ τησ ζητουμένησ εφαπτομένησ με τη  

γραφική παράςταςη τησ f. Τότε αφού η εφαπτόμενη είναι παράλληλη με την  

ευθεία με εξίςωςη y=−3𝜒, έχουμε λ(εφαπτομένησ)=λ=−3, όμωσ λ=f ΄(𝜒0) ο  

ςυντελεςτήσ διεύθυνςησ τησ εφαπτομένησ, άρα f ΄(𝜒0) = −3⇔ 

3𝜒0
2 − 12𝜒0 + 9 = −3⇔3𝜒0

2 − 12𝜒0 + 12 = 0⇔𝜒0
2 − 4𝜒0 + 4 = 0 

⇔(𝜒0 − 2)2=0⇔𝜒0 − 2 = 0⇔𝜒0 = 2 και f(𝜒0) =f(2)=8−6 ∙ 4 + 9 ∙ 2 − 7 = −5.  

Έτςι το ςημείο επαφήσ είναι το Μ(2, −5).Η εξίςωςη τησ εφαπτομένησ είναι τησ 

 μορφήσ y=f ΄(2)χ+𝜅 , κ∈ ℝ⇔y=−3𝜒 + 𝜅. Όμωσ το Μ(2, −5) ανήκει ςτην  

εφαπτομένη, άρα οι ςυντεταγμένεσ του Μ ικανοποιούν την εξίςωςή τησ, οπότε  

−5 = (−3) ∙ 2 + 𝜅 ⇔ −5 = −6 + 𝜅 ⇔ 𝜅 = 1. Συνεπώσ η εξίςωςη τησ  

εφαπτομένησ είναι y=−3𝜒 + 1 

 

ΘΕΜΑ 4ο  

Α. α)Η f(χ)=ln 𝜒 −
𝜒

2
+ 𝜆2 − 6𝜆 + 2, 𝜆 ∈ ℝ έχει πεδίο οριςμού το ςύνολο 

𝛢𝑓=(0, +∞) και είναι παραγωγίςιμη ςτο (0, +∞) ωσ γραμμικόσ 

ςυνδυαςμόσ παραγωγίςιμων ςυναρτήςεων με f ΄(χ)=
1

𝜒
−

1

2
=

2−𝜒

2𝜒
. Έχουμε λοιπόν  

f΄(χ)> 0 ⇔
2−𝜒

2𝜒
> 0 ⇔ 2 − 𝜒 >(αφού χ> 0) ⇔  2 > 𝜒 

, δηλαδή f ΄(χ)> 0 αν 0< 𝜒 < 2  άρα η f είναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο (0, 2- και  

f΄(χ)< 0 ⇔
2−𝜒

2𝜒
< 0 ⇔ 2 − 𝜒 <(αφού χ> 0) ⇔  2 < 𝜒 
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 δηλαδή f ΄(χ)< 0 αν χ> 2 άρα η f είναι γνηςίωσ φθίνουςα ςτο ,2, +∞) 

β)Τα πιθανά ακρότατα τησ f δίνονται από τη λύςη τησ εξίςωςησ  

f ΄(χ)=  0⇔
2−𝜒

2𝜒
= 0⇔χ=2 

και αφού η f ΄αλλάζει πρόςημο εκατέρωθεν του 2(ερώτημα α), τότε το 2  είναι  

θέςη ακροτάτου. Το είδοσ του ακροτάτου φαίνεται από τον παρακάτω πίνακα 

 

                                              max 

Συνεπώσ η f παρουςιάζει μέγιςτο ςτη θέςη 2,  

το f(2)=𝑓𝑚𝑎𝑥 =ln 2 −
2

2
+ 𝜆2 − 6𝜆 + 2=ln 2 + 𝜆2 − 6𝜆 + 1  

Β. α)Αφού 2< 3 < 4 < 5 < 8 και η f είναι γνηςίωσ φθίνουςα ςτο ,2, +∞) τότε εξ  

οριςμού 𝑓 (2) > 𝑓(3) > 𝑓(4) > 𝑓(5) > 𝑓(8) και τοποθετώντασ τισ  

παρατηρήςεισ κατά αύξουςα ςειρά έχουμε   

𝑓(8) <  𝑓(5) <  𝑓(4) <  𝑓(3) <  𝑓 (2). 

Οπότε το εύροσ είναι R= 𝑓 (2) −  𝑓(8) = 

ln 2 −
2

2
+ 𝜆2 − 6𝜆 + 2 − (ln 8 −

8

2
+ 𝜆2 −6𝜆 + 2) 

=ln 2 − 1 + 𝜆2 − 6𝜆 + 2 − ln 8 + 4 − 𝜆2 + 6𝜆 − 2=ln 2 − ln 8 + 3= 

ln
2

8
+ 3=ln

1

4
+ 3 

Και η διάμεςοσ (αφού οι παρατηρήςεισ είναι πέντε το πλήθοσ) είναι η μεςαία  

παρατήρηςη, δηλαδή δ= 𝑓(4)=ln 4 −
4

2
+ 𝜆2 − 6𝜆 + 2=ln 4 + 𝜆2 − 6𝜆 

β)Έχουμε Α=*λ∈ 𝛺   𝑅 + 𝛿 < −2+ = { λ∈ 𝛺   3 + ln
1

4
+ ln 4 + 𝜆2 − 6𝜆 < −2  

={ λ∈ 𝛺 | 3+ ln 1 − ln 4 + ln 4 + 𝜆2 − 6𝜆 + 2 < 0} 

χ 0 2 +∞ 

f ΄(χ) + − 

f(χ)   
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={ λ∈ 𝛺 | 𝜆2 − 6𝜆 + 5 < 0+ Έχουμε 𝜆2 − 6𝜆 + 5 < 0 με Δ=36−4 ∙ 5 = 16 > 0 ,   

οπότε 𝜆1,2 =
6±4

2
⇒ 

𝜆1 = 5
𝜆2 = 1

  , άρα  

λ     1       5 +∞ 

𝜆2 − 6𝜆 + 5 + − + 

 

Οπότε  𝜆2 − 6𝜆 + 5 < 0⇔λ∈ (1,5). Συνεπώσ Α=* λ∈ 𝛺 | 1< 𝜆 < 5} = {2, 3, 4} και  

αφού Ω=*1, 2, 3, …100+ τότε P(A)=
𝑁(𝐴)

𝑁(𝛺)
=

3

100
=0,03 

 


